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Вступ 
Задача мікрохвильової візуалізації полягає у визначенні розподілу вну-
трішньої структури — комплексної діелектричної та магнітної проникності 
досліджуваного об’єкту за полем, розсіяним даним об’єктом. 
В [1] наведено експериментальний макет  для дослідження об’єктів ме-
тодом мікрохвильової візуалізації, де вздовж осі напівобмеженого металі-
чного екрану знаходиться об’єкт. Приблизно на середній висоті на боковій 
стінці циліндра з постійним кроком за азимутом розташовані штирьові ан-
тени. Послідовно збуджуючи кожну з антен, на решті антен фіксується 
значення поля, таким чином отримуємо набір даних для визначення діеле-
ктричної проникності досліджуваного об’єкта. В [2] за допомогою подібної 
установки проведені експериментальні дослідження руки людини. У [3,4] 
наведено алгоритм дослідження об’єктів без металевого екрану, де зовні-
шня необмежена область враховується накладанням граничних умов. У [5] 
зазначені переваги при введені екрануючої поверхні. 
Математично в [1–5] задача сформульована як двовимірна, що накла-
дає обмеження на об’єкт дослідження та джерело, які мають бути однорід-
ними вздовж однієї з координат. Зрозуміло, що більшість об’єктів є триви-
мірними, і їх аналіз вимагає значних чисельних затрат, в порівнянні з дво-
вимірним наближенням. Тому актуальним є пошук та застосування чисе-
льно ефективних методів при розв’язку задачі мікрохвильової візуалізації. 
Можна застосувати метод розкладу поля за власними функціями для роз-
рахунку поздовжньо однорідного тривимірного об’єкту. Перевагою даного 
підходу є можливість отримання розв’язку по повздовжній координаті ме-
тодом розділення змінних в аналітичному вигляді, при цьому задача зво-
диться до двовимірної, хоча джерело збудження може бути тривимірним. 
Метою даної роботи є відпрацювання алгоритму розв’язку прямої та 
зворотної задачі для двовимірної структури, що дасть змогу в подальшому 
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ускладнити задачу до тривимірної і розрахувати її методом розкладу поля 
за власними функціями. 
Математичне формулювання задачі 
Розглядається поздовжньо однорідний 
об’єкт довільної форми та з довільними па-
раметрами в поперечному перетині, екра-
нований металевою поверхнею — рис.1, 
джерело збудження, також, вважається по-
здовжньо однорідним. Об’єкт дослідження 
вважається немагнітним — 1r  , а діелек-
трична проникність залежить від попереч-
них координат — (x,y)r r   . 
Прямою задачею мікрохвильової візуа-
лізації є визначення розподілу поля навко-
ло об’єкта при відомому розподілі діелект-
ричної проникності. Якщо задана лише од-
на компонента електричного струму — 
(x,y)zJ , тоді розподіл поля в даній структурі описується скалярним хвиле-
вим  рівнянням [6, с.121; 7, с.164], залежність від часу прийнята у вигляді 
— j te  : 












   

 — комплексна діелектрична проникність; 




  — хвилеве число вільного простору. 
Для розв’язку (1) з граничною умовою 0zE   на обмежуючому метале-
вому контурі, застосуємо метод скінчених елементів, який здатен описати 
об’єкти довільної форми з довільними параметрами. Помножимо (1) на ва-
гову функцію (x,y)W  і про інтегруємо по площі поперечного перетину 
об’єкта дослідження [8, c.101; 9, c.106]: 
  2 20 0( , ) 0t z r z z
S
W E k x y E j J dS       (2) 
Проведемо перетворення в (2): 
 2t z t t zW E W E     
    
Рис. 1. Поперечний перетин 
об’єкта досліджень 
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де: t x y
x y
 
    
 
 — оператор Гамільтона (набла) в поперечній площи-
ні; 
 t t z t t z t t zW E W E W E        
Для отримання останнього виразу використана формула [10]: 
t t tf A fA A f       
де f W  — скалярна функція, t zA E  — векторна функція. 
Застосовуючи до  t t zW E    поверхневу теорему про диверген-
цію [9, с. 712]: 
 t
S L





t t z t t z t t z
S S S
t z t t z
L S
W E dS W E dS W E dS
W E ndl W E dS
         




Рівняння (2) зводиться до: 
 
2
0 0( , )t t z r z t z z
S S L S
W E dS k x y W E dS W E ndl j W J dS              
 
де n  — одиничний вектор нормалі до контуру L , що обмежує площу S . 
Оскільки на контурі L  задано граничну умову 0zE  , то лінійний інте-
грал дорівнює нулю. Отримаємо: 
 
2
0 0( , )t t z r z z
S S S
W E dS k x y W E dS j W J dS            (3) 
Поле в межах скінчених елементів трикутної форми представимо у ви-




( , ) ( , )z zj j
j
E x y e x y

   (4) 
де zje  — значення поля у вузлах трикутника; 
( , )j x y  — базисні функції, визначені як: 
  1( , )
2
j j j jx y a b x c y
S
        
1 2 3 2 3a x y y x                     1 2 3b y y                      1 3 2c x x   
2 3 1 3 1a x y y x                      2 3 1b y y                      2 1 3c x x   
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3 1 2 1 2a x y y x                      3 1 2b y y                      3 2 1c x x   
 1 2 2 1
1
2
S b c b c    — площа трикутника (додатна у випадку нумерації 
вузлів проти годинникової стрілки ); 
,i ix y  — координати вузлів трикутника. 
Значення діелектричної проникності в межах скінченого елементу вва-
жається постійним. 
Вагові функції для методу Гальоркіна обираються такими же як і бази-
сні [9, с.106]: (x,y) (x,y)iW  . Підставивши (4) та (x,y) (x,y)iW   у (3) 
отримаємо: 





zj t j t i r zj j i i z
Елементів j jS S S




             
 
      (5) 
1,2,3i   — перебір вагових функцій в межах кожного трикутника 
Символ 
Елементів
  у (5) означає процедуру «зборки» [9 с.99], яку необ-
хідно провести для врахування всіх кінцевих елементів. В результаті збор-
ки формується система лінійних алгебраїчних рівнянь розміром N N  (N – 
загальна кількість глобальних вузлів), яку в матричному вигляді можна 
записати у вигляді: 
 A E b   (6) 
де A  — матриця розміром N N ; 
E  — вектор, розміром 1N  , зі значеннями поля у вузлах трикутників; 
b  — вектор, розміром 1N  , який визначається струмом збудження. 
Елементи матриці A  визначаються через подвійні інтеграли по площі 
трикутників, які обчислюються в аналітичному вигляді [10]: 
 
   1
4
t j t i i j i j
S
dS bb c c
S
 
























Задамо струм у вигляді лінійного провідника, однорідного в поздовж-
ньому напрямку: 
 0( , ) ( ) ( )z s sJ x y I x x y y      
де ( )r  — дельта функція Дірака; 
x ,s sy  — координати джерела. 
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  , який визначає елементи вектора b  можна об-
числити використовуючи властивість дельта функції: 
 ( , ) ( ) ( ) ( , )i z i s s i s s
S S
J dS x y x x y y dS x y            
Для виконання граничної умови 0zE   на обмежуючому металевому 
контурі, необхідно присвоїти елементам матриці Е, що відповідають вуз-
лам, які лежать на металевій поверхні, нульове значення 0zje  , при цьому 
із системи (6) викреслюються строки та стовбці з номерами, які відповіда-
ють номерам граничних вузлів [9, с.103]. 
При розв’язку зворотної задачі – визначенні параметрів (комплексної 
діелектричної проникності) об’єкта дослідження за виміряним значенням 
поля навколо об’єкта, необхідно розв’язати систему нелінійних рівнянь 
відносно  : 
 ( )F E   (7) 
де: ( )F   — векторна значна функція, яка відображає нелінійну залежність 
поля від  . Поле навколо об’єкта (6): 1( )E A b    залежить від   неліній-
но, оскільки елементи зворотної матриці 1( )A   нелінійно залежать від  ; 
1 2[   ... ]m      — вектор, елементи якого визначають діелектричну 
проникність в межах кожного з m  скінчених елементів; 
1 1 1
1 2[  ... ]
N
NE E E E




, зі значеннями поля 
навколо об’єкта при всіх положеннях N  джерел збудження; 
s
rE  — значення поля на r -ій приймальній антені при s -ій збуджуючій 
антені. 
Для розв’язку системи (7) її лінеаризують розкладаючи ( )F   в ряд 
Тейлора і утримуючи лише перші два доданки [11, с.275; 12, с.11; 13, с. 
882]: 
 0 0 0( ) ( ) '( ) ( )F F F          (8) 
де 0  – значення, в околі якого ( )F  заміняються лінійною функцією від  . 
Підставивши (8) у (7) отримаємо: 
 0( ) EJ      (9) 
де 0     ; 
0E ( )E F    ; 
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      
 
   
      
  
      
  
 
      
 
    
 — матриця 
чутливості (Якобіан) яка відображає зміну поля до зміни параметрів 
об’єкта. 
Для обчислення матриці чутливості можна застосувати стандартний 
метод [14], використовуючи (6), отримаємо: 
  
 1 1 1 1( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
A bE A A
J A A b A E

  
      
          
   
 
де враховано правило знаходження похідної від оберненої матриці 1( )A  , 
яка залежить від параметра — 
1




       
 
, а похідна від 








Даний метод є чисельно затратним оскільки необхідно провести обчис-
лення  для кожного елементу, що при великій кількості елементів потребує 
багато часу на обчислення. Чисельно більш ефективний метод використо-
вує принцип взаємності і призводить до наступного виразу для обчислення 





s r k r s k
b S
k
J E E dS
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 — чутливість зміни поля, вимірюваного в r -ому положен-
ні, до зміни діелектричної проникності k  в k -ому елементі, при збуджу-
ючому струмі sJ , розташованому в s -ому положенні; 
sE  — поле, в межах k -ого елементу, створене струмом sJ , що розта-
шований в s -ому положенні; 
rE  — поле, в межах k -ого елементу, створене струмом rJ , що розта-
шований в r -ому положенні; 
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     — значення правої частини у (5). 
Якщо розв’язати (9): 
 10( ) EJ
     (10) 
отримаємо зміну   відносно початкового наближення 0 , а абсолютний 
розподіл параметрів має вигляд: 
 0      
Таким чином, розв’язок (10) –   можна використати як нове початкове 
наближення і розв’язувати (10) доки  
E ( )measE F      , 
тобто різниця між виміряними значеннями поля measE  (у випадку чисе-
льного експерименту – обрахованими при відомому розподілі  ) і обчис-
леними ( )F   не буде меншою заданого рівня  . 
Оскільки матриця чутливості є прямокутною і погано обумовленою для 
її обертання в (10) використовують метод регуляризації [12, 16, 17]: 
    
1
T T T T
n n n nJ J R R J E R R

                (11) 
де R  — матриця регуляризації розміром m m , яка нівелює значні перепа-


















 – коли два елементи є  
сусідніми (є спільний хоча б один вузол), 
, j 0iR   – коли елементи i  та j  не є сусідніми; 
(12) 
  — коефіцієнт регуляризації, для підбору якого можна використати 













де   — параметр, який визначається експериментально [18]; 
N  — кількість невідомих (розмір вектору значень діелектричної про-
никності); 
(J J )Tn ntrace   — сума діагональних елементів матриці J J
T
n n ; 
nE  — норма вектору різниці між виміряними значеннями поля і об-
численими на n -ій ітерації 
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n  — норма вектору значень діелектричної проникності на n -ій іте-
рації. 
Чисельні результати 
Був проведений розрахунок для структури, зображеної на рис. 2. 
Об’єкт дослідження, позначений 
колом, розбитий на 164 елемента, 
антени навколо об’єкта позначені 
точками.  Параметри об’єкта: 
0.25R   м – радіус металевого 
екрану, 0.5obR R   - радіус 
об’єкту дослідження, довжина 
хвилі приблизно дорівнює сторо-
ні трикутника сітки розбиття, 
0.75Rs R   – радіус, на якому 
розташовано 25 лінійних (точкові 
в поперечному перетині) джерел, 
1 1   – відносна діелектрична 
проникність області між об’єктом 
дослідження та металевими стін-
ками екрану. 
 
Використовуючи алгоритм (11) з матрицею та коефіцієнтом регуляри-
зації (12)-(13) можна визначити значення діелектричної проникності 
об’єкту з точністю до третього знаку. Тобто, якщо навіть один елемент із 
164 в межах об’єкту має діелектричну проникність відмінну від інших її 
можна визначити з точністю до третього знаку, що забезпечує роздільну 
здатність майже 100%. Такий результат можна пояснити тим, що не врахо-
вувався шум в measE , і використовувалася однакова сітка розбиття об’єкта 
на трикутники, для отримання набору даних measE , і розв’язку зворотної 
задачі. Для уникнення накладання  такої інформації, яка відсутня в реаль-
ному експерименті, необхідно використовувати різну сітку для отримання 
набору даних measE , і розв’язку зворотної задачі і враховувати шум [17]. 
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чення діелектричної проникності дає невірні результати. 
Висновки 
Розв’язок зворотної задачі без врахування шумів дає можливість визна-
чення значення діелектричної проникності кожного елементу розбиття 
об’єкту з точністю до третього знаку. 
У разі врахування шумів запропонований алгоритм збігається лише при 
значному відношенні сигнал/шум. Тому, подальшу роботу необхідно зосе-
редити на вдосконаленні алгоритму розв’язку зворотної задачі, зокрема на 
алгоритмі розрахунку матриці чутливості. 
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Гусєва О. В., Горб М. С.  Задача мікрохвильової візуалізації для двовимірної екра-
нованої структури. Наведено  алгоритм  розв’язку задачі мікрохвильової візуалізації 
для двовимірної екранованої структури.  Пряма задача розв’язується методом скінче-
них елементів, зворотна задача – ітераційним методом Ньютона-Гауса з викори-
станням регуляризації за Тихоновим. Матриця чутливості обчислюється за допомогою 
чисельно ефективного методу на основі принципу взаємності.  
Отримані незадовільні результати  розв’язку зворотної задачі, оскільки алгоритм 
збігається лише при значному відношенні сигнал/шум. Тому, подальшу роботу необ-
хідно зосередити на вдосконаленні алгоритму розв’язку зворотної задачі. 
Ключові слова: мікрохвильова візуалізація, метод скінчених елементів, метод 
Ньютона-Гауса 
 
Гусева Е. В., Горб Н. С., Задача микроволновой визуализации для двумерной 
экранированной структуры. Приведен алгоритм решения задачи микроволновой визу-
ализации для двумерной экранированной структуры. Прямая задача решается мето-
дом конечных элементов, обратная задача - итерационным методом Ньютона - Гаус-
са с использованием регуляризации по Тихонову. Матрица чувствительности вычисля-
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ется с помощью численно эффективного метода на основе принципа взаимности.  
Получены неудовлетворительные результаты решения обратной задачи, посколь-
ку алгоритм сходиться только при значительном отношении сигнал/шум. Поэтому, 
дальнейшую работу необходимо направить на доработку алгоритма решения обрат-
ной задачи. 
Ключевые слова: микроволновая визуализация, метод конечных элементов, метод 
Ньютона - Гаусса 
 
Guseva E. V., Gorb M. S. Two dimensional microwave imaging of shielded objects. 
Introduction. Microwave imaging is noninvasive method for determination objects inter-
nal structure (complex dielectric permittivity) by means of electromagnetic fields. Algorithm 
for solving microwave imaging problem of two-dimensional shielded objects is described. 
Methods. The direct problem is solved by finite element method, inverse problem by 
iterative Newton - Gauss method using Tikhonov regularization. Sensitivity matrix is calcu-
lated with numerically efficient method based on the reciprocity principle.  
Results. Solution of the inverse problem without noise makes it possible to determine the 
value of the dielectric constant of each element of the object up to a third mark. In the case of 
incorporation of noise, results of the inverse problem solution are unsatisfactory, since the 
algorithm converges only with significant signal/noise ratio. 
Conclusions. Further work should be directed to improve algorithm for solving the 
inverse problem, , especially on the algorithm of calculating the sensitivity matrix. 
Keywords: microwave imaging, finite element method, Newton – Gauss method 
 
 
